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PAKIET MathCad - Cz es¢ IlI

ROWNANIA | UKLADY ROWNA N
1. Rbwnania z jedn g niewiadom a

MathCad posiada trzy funkcje stuzace do rozwigzywania rownan z jedng niewiadoma.

Dwie z nich sg og6lnego przeznaczenia, trzecia z nich jest wyspecjalizowana do wyznaczania pierwiastkéw
réwnan wielomianowych:

root(f(x),x) - poszukiwanie pierwiastka réwnania f(x)=0 z zadana warto $cia pocz atkow g

root(f(x),x,a,b) - poszukiwanie pierwiastka réwnania f(x)=0 w zadanym przedziale (a,b)
Uwaga: Wartosci funkcji f(x) w punktach a i b muszg mie¢ rozne znaki, tzn. f(a)*f(b)<0

polyroots(v) - poszukiwanie wszystkich pierwiastkéw wielomianu 0 wspétczynnikach
zapisanych w wektorze v (od wyrazu wolnego zaczynajac)

1.1. Zastosowanie funkcji root(f(x),x) do wyznacza nia pierwiastka rownania f(x)=0

Aby wyznaczy¢ miejsce zerowe funkcji nalezy wykonac kolejno:

1). zdefiniowa¢ funkcje (wystepujaca po lewej stronie réwnania)

2). przypisac¢ zmiennej x - wartos¢ poczatkowa pierwiastka

3). wywotac¢ funkcje root

| root(f(x),x)= |

Uwaga: Aby zrealizowa¢ punkt 2) nalezy wczesniej wykona¢ wykres funkcji y = f(x)
z ktérego mozna odczyta¢ wartosci przyblizone pierwiastkow.

Cwiczenie 1.
Rozwiaz réwnanie: €X=x3 w przedziale (-5, 5)
| sposéb:

1). definicja funkciji:

f(x) := e* —x3

2). definicja zmiennej zakresowe potrzebna do wykonania wykresu funkcji w przedziale <-5,5> z krokiem 0.2

x:=-5,-48..5
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f(x) ———— '
S54-32-1[01 A 3 4/5

X
Z wykresu wynika, ze pierwiastek rownania znajduje sie w poblizu x=2. Nalezy wigc przyja¢ 2 za poczatkowe
przyblizenie pierwiastka:

X =2
3). Wyznaczenie pierwiastka - wywotanie funkcji root z dokltadnoscig 0.001 (domys$ina wartosé doktadnosci).
Ustal lokalnie wyswietlanie wynikobw w notacji dziesietnej z 6-cioma cyframi dziesietnymi:

TOL = 0.001
X1 :=root f &), x) X1 = 1.857184

f(x1) = -2.930989 x 10~ **

Wyznaczenie drugiego pierwiastka:

Xp:=root(&),x) Xz =4536404 f(xz) = 0x10°

X, =4

Wyznacz ponownie pierwiastki funkciji f(x) przyjmujac lokalnie doktadno $¢ oblicze A TOL=10-15
Ustal lokalnie wyswietlanie wynikéw w notacji dziesietnej z 15-toma cyframi dziesietnymi:

TQk,= 107"
X:=2  xg1:=r10otf&),x) x11 = 1.857183860207835 f(x11) = OE+000
X:=4  xp1:=r100tf&),X) Xo1 = 4.536403654973528 f(x21) =0

1.2. Zastosowanie funkcji root(f(x),x,a,b) do wyzn  aczania pierwiastka rownania f(x)=0

w danym przedziale (a,b)
Jezeli znamy przedziat (a,b) - "przedziat izolacji pierwiastka" , to mozemy zastosowac funkcje root w drugiej

postaci i wykonac kolejno:
1). zdefiniowac¢ funkcje (wystepujaca po lewej stronie rownania)

2). wywotaé funkcje root

[root(f(x),x,a,b)= |

Uwaga: - Aby okresli¢ przedziat izolacji pierwiastka (a,b), to nalezy wczesniej wykonac¢
wykres funkcijiy = f(x) , z ktdrego mozna odczyta¢ wartosci graniczne przedziatu izolaciji.
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Il spos6b wyznaczenia pierwiastka réwnania z _ Cwiczenia 1:
Z wykresu funkcji mozemy odczyta¢ przedziat izolacji pierwszego pierwiastka (1.5, 2.5) , za$ drugiego (4.4,4.6)
i wywota¢ dla funkcji f(x) polecenie root w drugiej postaci:

Xo1 ;= root &), x,1.6,2) Xo1 = 1.857183860207835 f(xo1) = 0 10°
X11,= 00t € & ),x,4.4,46)  x11 = 4.536403654973528 f(x11) = 0 10°

Dokfadniejsze odczytywanie z wykresu funkcji - poc zatkowej warto_sci pierwiastka
| przedziatu jeqo izolacji
Z wykresu funkcji mozna odczyta¢ doktadniejsze warto$ci wykorzystujac opcje Trace z menu podrecznego.
Nalezy wykonac:
- klikng¢ w obszarze wykresu i wybra¢ z menu podrecznego opcje Trace... - co spowoduje
pojawienie sie okna X-Y Trace
- klikng¢ na krzywej bedacej wykresem funkcji blisko punktu przeciecia z osig OX z lewej strony
i w oknie X-Y Trace odczyta¢ wspoétrzedne wskazanego punktu;
- ponownie klikng¢ z prawej strony i odczyta¢ wspotrzedne
W oknie X-Y Trace mamy mozliwo$¢ doktadniejszego ustalenia zaréwno przyblizenia poczatkowego,
jak i doktadniejszego okreslenia przedziatu izolacji pierwiastka.

Uwagi: - Wyswietlone wspétrzedne punktow mozna skopiowaé w dowolne miejsce w dokumencie;
- Odczytywanie wspétrzednych kolejnych punktéw na wykresie (ich gestos$¢) zalezy od kroku
zmiennosci zmiennej zakresowej potrzebnej do sporzadzenia wykresu funkciji.

Cwiczenie 2.
a). Wyznacz pierwiastki réwnania w przedziale <-5, 2>:

e” . (3
— =sin| —x

Uwaga: Przyblizenie zerowe pierwiastkéw lub przedziaty odczytaj z wykresu wykorzystujgc opcje Trace...
Z menu podrecznego.
b). Wyznacz takze miejsca zerowe pochodnej funkcji definiujgcej lewg strone rownania, aby wyznaczyé
ekstrema lokalne funkcji.

e 3 d
h(x) ::7—sin(5&j h' (x) ::d—h(x) X:=-5,-48.2
X

<-- Aby wstawi¢ dopisek gorny (znak < ' >)
nalezy po nazwie funkcji lub zmiennej
wcisngé: <Ctrl>+<F7>

h(x) ot d . .

R % - Operator — m nalezy wstawi¢ z palety
) N da
....... _I‘§ VRARY APS Calculus
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a). Wyznaczanie miejsc zerowych funkcji h(x)

X:=-4 xq:=rooth &),X) X1 = —4.184 h(xl) =0x 10O
lub  x10:=rootth & ),x,—-4.5,-3.5) X109 = —4.184
X ==2  Xo:=rooth K),X) Xp = —2.134 h(xz) =0
lub  Xog:=rooth &),x,-2.2,-2) Xo0 = —2.134

b). Wyznaczanie miejsc zerowych pochodnej funkcji

X =-3 Xp1 :=root (' &), x) Xp1 = —3.151 h' (x pl) =-0
X=-1  xppi=root(r &), x) Xpz = -0.962  h(xpp) =2:393x 107 1°
X:=05  xp3i=rootr &), x) Xp3 = 0.608 h(xp3) = 6.791x 107
Whioski:
Poniewaz h' (X pl) = 0 wraz ze zmiang znaku z "minusa" na "plus", wiec funkcja osiaga minimum lokalne:
analogicznie: Nmax = h(xpz) Nmax = 1.183

1.3. Wyznaczanie pierwiastkow wielomianow
Do wyznaczania wszystkich pierwiastkéw réwnan wielomianowych stosuje sie funkcje rozwigzujaca

polyroots.
Przyktadowy algorytm wyznaczania pierwiastkdw wielomianu trzeciego stopnia:

w(x) = agﬁ(3 +a25<2 +aiX +ag

1). zdefiniuj wektor 4-elementowy a, zawierajacy wspotczynniki wielomianu poczynajac od wyrazu

wolnego

ao
ai

a.=
az
as

2). wywotaj funkcje
[polyroots(a)= |

W wyniku otrzymuje sie wektor trzy-elementowy, ktérego elementy sg pierwiastkami wielomianu w(X).
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Cwiczenie 3.
Wyznacz wszystkie pierwiastki wielomianu:

W(x) = 3> - 2% +50x + 1
| sposob -stosujac funkcje root
Il sposéb - stosujac funkcje polyroots

w(x) = 3> - 2X° + 50X + 1

X:=-5,-49.5

10T
1 1 1 1 1 /\ 1 1 1 ]
W) TR R RO o N 2 3 4 5
_10__
X
| sposéb - stosujgc funkcje root
X :=-1.6 X1,.=rootw &), x) x1 = —1.585
X,:=-0.2 Xa2:=root W &), x) X2 = -0.19
x:=1 X3 :=root v &), x) x3 =1.108
Il sposéb -stosujac funkcje polyroots
1
c -1.585
a.= 5 v :=polyroots ¢ ) v =| -0.19 vo = —-1.585
1.108 vi =-0.19
-3 vo = 1.108
Cwiczenie 4.
Wyznacz miejsca zerowe wielomianu:
wl(x) := 3" - 2% + 5[ - 10
stosujac funkcje polyroots:
-10 _
c —0.326 — 1.556i
u:= 5 polyroots ¢ ) =| —0.326 + 1.556i
1.319

<-- Nalezy wpisac¢:
V[0=
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Cwiczenie 5.
Rozwigz réwnanie:

log (v/x =5) +log (/2x -3) -1= 0

Uwaga: Przed przystgpieniem do rozwigzania zadania - nalezy wyznaczy¢ dziedzine funkciji.

Jest to przedziat (5, 0 ). Przeanalizuj przedziat (5.1, 15)

q(x) = log (vx =5) +log (/2x - 3) -1 x:=51,52..15

0.57

g(x) —0.257 Xp ;= root@ &),x,9.9,11.4)
Xp = 10.534
_1__
X g(Xp) =0
lub  x:=10 root@ & ),x) = 10.534
Zadania do samodzielnego rozwi__gzania:
Wyznacz miejsca zerowe funkcji:
F(x) = x3-ox%-x+2
q(x) = x> - 10x + 2
3 . 1 .
mx) =X~ +5sin (x + gj -10 w przedziale (-4, 4)
3
. 2 X _
u(x) :=sin [x + 7j w przedziale (-2.5, 2)
W(X) := x5—6x2—2x+3
y(x) = x4+ 3- |3X3 + X| dla wartosci startowej x=2.5

Rozwigz réwnania:
2 X
X“+10x = e

log (4) + e?l+5t2=0
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2. ROZWIAZYWANIE UKtADOW ROWNA N | NIEROWNOSCI

MathCad rozwigzuje uktady réwnan i nierdwnosci za pomoca procedury iteracyjnej, dlatego wymaga
od uzytkownika podania poczatkowych wartosci niewiadomych, inicjujacych poszukiwania.
Dostepne sa dwie funkcje rozwigzujace Find i Minerr.

Funkcja Find - poszukuje rozwiazania doktadnego (w granicach toleracji numerycznej)

Sposéb post _epowania:

1). deklaracja wartosci startowych - okreslenie przyblizonych wartosci poczatkowych wszystkich
niewiadomych (jezeli nie sg znane wartosci przyblizone - przyja¢ "1" )
2). otwarcie bloku réwnan i nieréwnosci komenda Given

3). wprowadzi€ kolejne réwnania i nierdwnosci ukfadu
Uwaga: - znaki réwnosci i nierownosci stabych nalezy wybiera¢ z palety Boolean , przy czym
w miejsce znaku réwnosci nalezy wprowadzaé tzw. "twardy znak réwnosci" z palety
lub weiskajac <Ctrl >+<=>

4). wpisa¢ komende zamykajaca - funkcje rozwigzujaca Find a jako jej argumenty nalezy podac¢
nazwy wszystkich niewiadomych.

Uwaga: Jezeli program nie znajduje rozwigzania numerycznego przy pomocy procedury Find, to mozna
poszukiwaé rozwigzania przyblizonego przy zastosowaniu funkcji MinErr

Cwiczenie 6.
Znajdz dodatnie pierwiastki uktadu réwnan:
cos(X) +x-y=0
X2+y2-4=0

Poniewaz na powyzszy uktad narzucone sa dodatkowe warunki (oba rozwigzania powinny mie¢ wartosci dodatnie),

wiec inicjujgce wartosci poczatkowe powinny by¢ z nimi zgodne:

,3(W:=1 ,xv:zl

Given
cosx)+x-y=0
x2+y2—4= 0

x>0 y>0

Find & ) 1.245
ind(x ,y) =
Y 1.565

Cwiczenie 7.
Rozwiagz uktad rownan:
4*In(x) +x-y2=0

1+ 2%%2 -x*y - 6*x =0
o ktérym wiadomo, ze ma rozwigzanie w pierwszej i czwartej ¢wiartce.
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a). Rozwigzanie w pierwszej ¢wiartce: przyjmij wartosci startowe x=3 i y=3
X:=3 =3
Given

ANK)+x-y2=0 1+2X°-x[¥-6X=0 x>0 y>0

x1) Find x1) (4512
yi) " xy) yl ) |3.247

b). Rozwigzanie w czwartej Cwiartce: przyjmij wartosci starowe x=1 i y=-1
X:=1 Y, =-1

Given

AlNK)+x-y2=0  1+42°-xy-6X=0 x>0 y<O0

X2\ Find x2\ (1723
v )" xy) y2 ) \-1.974

Cwiczenie 8.

Rozwigz uktad réwnan:

X +y =2
Rozwigzanie rozpocznij od graficznego przedstawienia rownan uktadu:

d(x) :=+/6 —x2 YX) =X +2 X,:=-5,-4.995..5

\i‘
d(x) Rl \\\ Rozwiazanie 1 - lezace w Il éwiartce:
_____ ; X
—d(x) —t X = -1 y,=1
------- -5 3 1| 1) 5 Given
OO | L ive
X2 +y2 -6
_5__
Xty =2
X
X <0 y>0

Find & ) -0.414
ina x , =
Y 2.414
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Rozwiagzanie 2 - lezace w IV éwiartce:
X=1 Y, =-1
Given

x2+y2=6 X+y =2

Find & ) 2.414
na x , =
Y -0.414

Cwiczenie 9.
Rozwigz ukiad réwnan:
Xx+y=4
Rozwigzanie:
X =1 Y, =1
Given
x2 + y2 =5 X+y =4

Findx ,y) ==

Uktad ten nie ma rozwi gzania numerycznego .

Graficzne przedstawienie rownan uktadu:
- gornej potowy okregu: funkcja f(x)
- dolnej potowy okregu: funkcja -f(x)

- prostej y=-x+4

F(x) ::w/5—x2 Y(X) =—x+4

X,i= =9, -4995..5

Préba wyznaczenia "jak najlepszego” przybli
funkcji MInErr

y<0

<-- Z lewej strony osi OY wpisz:
f(X) ’ -f(X) aY(X)
- Wybierz w oknie formatowania wykresu opcje
Equal Scales - skala jednakowa dla obu osi

Z0onego rozwi gzania z wykorzystaniem
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x:=1 ,xv::l
Given
x2+y2:5 X+y =4

XS -= Minerr Q( y ) XS - 1.449 <-- Gdzie lezy punkt o wspotrzednych (xs,ys) ?
S yS 1.751

Cwiczenie 10:

Znajdz wszystkie rozwigzania uktadu rownan:
x*y =10
X2 - y2 =1

Dziedzina funkcji: X # O i X2 > 1 ((x<=-1)Ilub (x>=1))

a). Poszukiwanie rozwi_azania dla x<-1 _(w Ill éwiartce)

10 [
Hx) = — aq(x) = x2 -1 X,:=-10,-9.95.. -1
X
X = -3 =3
Given
Xx<-1

_ -3.242
Findx ,y) = (—3.084}
X
b). Poszukiwanie rozwi azaniadla_ X > 1_ (w | ¢wiartce)
H(x) = % aq(x) = N x2 -1 Xx:=1,105.10
5T y X:=3 Y, =3
) ’,/ Given
J/ Xx>1 .
_9_<_X(2X_) 02 1 xy=10 x?-y?=1
e Find .y ) = (3242}
-5 . 3.084
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Cwiczenie 11.

Rozwigz uktad réwnan liniowych:
5* x +y + 3*z = 20
X - 2*y + 3%z = -4
2*x + 3*y +3*z = 6

Rozwigzanie:

1 sposéb - numeryczny :

X,=1 Y, =1 z.=1
Given
5 +y+3z=20
x-2y+32z=-4
2x+3ly+3z=6
5.294
Find(x ,y ,z) =| 0.941
-2.471

2 sposob - macierzowy :

5 1 3 20
A=l1 -2 3 B :=|-4 det:= ]|  det = -51 X:=A"1m
2 3 3 6
5.294 20
X =] 0.941 Sprawdzenie: AX =| -4
—2.471 6

Zadania do rozwi_gzania:
Rozwiagz uktady rownan:

1. x2+y2=9 2. 3x+y-2y2=3
x2+y2=1 3x2-2xy2 +y =3
3. x3+3x2-9x-2=y 4. 4x2 +9y2 =180
ex=y+1 3y2 = 20x
5. (cos(x))2 + 3cos(x) + 1 =0 6. x2+x*y=10  z wartosciami startowymi 1, 1

sin(x) + cos(x) + 0.5 =0 y2 + x*ty = 15
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3. OPTYMALIZACJA

MathCad umozliwia poszukiwanie najmniejszych i najwiekszych wartosci funkcji zaréwno z ograniczeniami,

jak i bez ograniczen.

Procedura poszukiwan jest iteracyjna, wiec uzytkownik musi zainicjowaé¢ poczatkowe wartosci niewiadomych.

Dostepne sg dwie funkcje rozwigzujace:
Minimize - poszukuje wartosci najmniejszych
Maximize - poszukuje wartosci najwiekszych

Cwiczenie 12.
Znajdz potozenie najwiekszej wartosci funkcji
Z(X,y)=5*x-2*y
przy ograniczeniach
2*x+y<=9 X-2*y<=2 -3*x+2*y<=3 x,y>=0

Rozwigzanie:
1. Definicja funkcji celu

H(x,y) =5x-2L

2. Zainicjowanie niewiadomych wartosciami, np. wartoscig 0
X:=0 Y,.=0

3. Wpisanie stowa Given - otwierajgcego blok ograniczen

Given

2x+y <9 X—-2y <2 -3x+2y <3

4. Wywotanie polecenia Maximize

Maximize  x ,y) = (ij fmax = 1(4,1)

Cwiczenie 13.
Znajdz minimum funkcji
Z(X,y)=x+3*y
przy ograniczeniach
X+4*y>=48 5*x+y>=50 x,y>=0

Rozwigzanie:
Hx,y) =x+3y
X:=0 y:=0
Given
X +4y > 48 5x+y =50 x=20

Minimize ¢ x ,y) = {foj fmin = (8, 10)

x=0
y=20
fmin =38

1\



